6.1

Chapitre 6 : Orthogonalité et méthode
des moindres carrés

Introduction et motivation

Dans la vie courante, nous sommes familiers avec la notion d’angle droit et de perpendicu-
larité. En géométrie plane, deux droites sont perpendiculaires si elles forment un angle de 90
degrés. Cette notion intuitive peut étre généralisée aux espaces de dimension supérieure grace
au concept de produit scalaire.

L’orthogonalité joue un role fondamental en algebre linéaire car elle permet de :

— Simplifier considérablement les calculs avec des bases orthogonales

— Résoudre des problémes d’approximation (méthode des moindres carrés)

— Décomposer des espaces vectoriels en sous-espaces orthogonaux

— Comprendre la géométrie des transformations linéaires

vy
V2

Rappel. Soit maintenant 7,7 € R™ deux vecteurs quelconques. Comme ¥ = | | est une
Un,

matrice de taille n x 1 alors que @7 = [uy wz -+ uy,] est une matrice de taille 1 x n, le

produit matriciel TUT est une matrice de taille n x n et le produit matriciel UTY est une

matrice de taille 1 x 1, autrement dit, un nombre réel.

163



6.2. PRODUIT SCALAIRE ET NORME 164

Produit scalaire et norme

Définition 6.1

Produit scalaire euclidien

U1 U1
U2 V2

Soit W = | . | et ¥ = | . | deux vecteurs de R”".
U, Un,

Le produit scalaire euclidien de U et U est le nombre réel :
n
7-7=u101+uw2—|—...—|—unvn :Zuwi
i=1

En notation matricielle, on peut aussi écrire : u-V=uUTY

2 4
Exemples. 1.Siu = {3] et U = [ 1 ] dans R3, alors :
1 -2

UV =2-44(-3)-14+1-(-2)=8-3-2=3
1

3
. 0 2 4
2. 81U = 1 ot U = 1 dans R*, alors :

2 -1

U T =1-3+0-24(=1)-142-(-1)=340-1-2=0

Propriété 6.2 Propriétés du produit scalaire

Pour tous vecteurs 7, 7, W € R™ et tout scalaire A € R :

Commutativité o - v = ¥ - 0

Linéarité — (¢ +0) @ =4 B+ 7 -0
— U (V+B)="-T+7 -
— M) T =XNT-V) =7 -(\V)

Positivité o - 7 > 0, avec égalité si et seulement si u=70
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Démonstration. — Commutativité On a @ - ¥ = UT¥ = ULV + UgVy + ...+ UV,
et 7~7:7T7:v1u1+v2u2+...+vnun.

Par commutativité de la multiplication dans R, on a u;v; = v;u; pour tout 7, donc

UV =7
— Distributivité & gauche (7 +7)- W = (7 + )W = (W7 + 770 = dT0 + 770 =

U W+VW

— Distributivité a droite La commutativité et la distributivité a gauche impliquent la dis-
tributivité a droite.

— W)V =\))TY =AUV =\NW - V)
U0 =dTO) = U7V =\NW - V)

— Positivité 7 -7 =ud +ud+...+u2 >0

Pour avoir une somme nulle, il faut que chaque terme soit nul : u
Autrement dit, u; = 0 pour tout j.

%
Réciproquement, si u=70 , alors w-U =0.

2.:

5 = 0 pour tout j.

O
Remarque 6.6.0.3. 7 . ()\171 + )\272 + ...+ Apﬁp) = )\17 . 71 + )\27 . 72 + ...+ )\1,7 . 71,.

Définition 6.4 Norme euclidienne

La norme (euclidienne) d’'un vecteur @ € R™ est :

12 =V o =ud +ud+...+ul

Un vecteur @ est dit unitaire si || ]| = 1.

Exemples. 1. Pour W = E’J dans R? :

7] =V32+42=v9+16=v25=5
1

2. Pour ¥ = |—2| dans R3 :
2

1Tl =12+ (-2 122 =VITdTd=0=3
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1/2
3. Le vecteur W = { \/é /2} est unitaire car :

-2 (B) VT

Remarque 6.6.0.5. Si U est un vecteur non nul, alors le vecteur

1o K4
[E{REi]
est un vecteur unitaire.
Propriété 6.6
Si ¥ € R" et A € R, alors
I = A

Démonstration. On a

INT|* = (AT - (AT

=\ -(\))
= AA(Y - 70))
=\ - )
= N[
En prenant la racine carrée des deux cotés, on obtient ||| = |A|[| 7] O
Définition 6.7 Distance entre vecteurs

La distance entre deux vecteurs @ et o dans R™ est :

d(@,7) =7 - 7|

|7 — |
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Orthogonalité

Définition 6.8 Vecteurs orthogonaux

Deux vecteurs @ et ¥ de R™ sont dits orthogonauz si :
U7 =0

On note alors @ | .

_>
Remarques 6.6.0.9. 1. Le vecteur nul 0 est orthogonal a tout vecteur de R™.

2. L’orthogonalité généralise la notion de perpendicularité du plan et de l’espace a R™.

2 3
Exemples. 1. Les vecteurs @ = |—1| et ¥ = |9| sont orthogonaux :
3 1

U-T=2-3+(-1)-9+3-1=6-9+3=0
2. Dans R3, les vecteurs de la base canonique sont deux & deux orthogonaux :

1 0 0
a=10|, &=|1 e =10
0 0 1

Eneffet:?f-e?zOpouri;éj.

Théoréme 6.10 Théoréme de Pythagore

Soit U et ¥ deux vecteurs de R™. Alors :

dLY e [T+ =T+ (7]

Démonstration. On développe | @ + |2

|+ 7= +7) - (d+7)
—U-U+2U -V +V -V
=|7|* + 27 -V + ||V

Donc | @ + 7|2 = || 7|2 4 || 7||? si et seulement si @ - ¥ = 0. O
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Définition 6.11 Complément orthogonal

Soit E un sous-ensemble de R™. Si 7 € R™ est orthogonal a tous les vecteurs de E, alors on
dit que T est orthogonal a F.

Le complément orthogonal de E est I’ensemble des vecteurs orthogonaux a E.

Et={Z eR" |7 ¥ =0VYV € E}

Exemples. 1.n=2:S1FE= {[g”, alors

Bt = {Eﬂ €R2|ax—|—by=0}

Et Y

a

2.n=3:51F= b| », alors
x

Et = y| €R®|lax +by+cz=0
z
a
C’est un plan de vecteur normal (b .

c

Propriété 6.12

Si E est un sous-ensemble de R™, alors E est un sous-espace vectoriel de R™

; . \ —
Démonstration. 1. Le vecteur nul appartient & £+ : en effet, 0 - 7 =0 pour tout o e E.
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2. Soit 71,72 € E+. Alors pour tout Y EE:
(71+72)~7:71'74-72'7:04—0:0

Donc 71 + 72 e EL.
3. Soit W € E+ et A € R. Alors pour tout ¥ € E :

M) - U =XNW -U¥)=X-0=0

Donc AU € E+.
Ainsi, E+ est un sous-espace vectoriel de R”. O

Propriété 6.13

Si W est un sous-espace vectoriel de R™, alors :
1. WcWwht
2. WAWt={0)}

Démonstration. 1. Montrons que W C (W)L, Soit @ € W. Pour tout @ € W=, on a par
définition @ - @ = 0, donc @ € (W+)+.

2. Montrons que W N W+ = {6)}
{ﬁ}CVVﬁWL car 0 e Whet 0eWw,
Réciproquement, soit @ € WNW=L. Alors @ € W et @ € W-. Comme @ € W, on a

U-U =0 pour tout ¥ e W. En particulier, en prenant v = 7, on obtient :

w-U=0

_>
Par positivité du produit scalaire, cela implique u=0.

Donc WNW+ c {ﬁ}7 et finalement W N W+ = {ﬁ}

Remarque 6.6.0.14. Nous verrons plus tard qu’en fait, W = (W+)+.
Propriété 6.15
Soit U1, U, ..., Uk k vecteurs de R”. Soit E = {¥1,..., Ux} et W = Vect (U1, ..., Us).

On a :
WJ_:EJ_

Autrement dit, T eWt e T est orthogonal a un systeme de générateurs de W.
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Démonstration. On va montrer W+ C E+ et EL C W, d’ou I'égalité.
WL cEL:Si7e W, alors 7w =0 pour tout W e W, d’ou z- 73- = 0 pour tout

j€{l,...,k}, autrement dit, 7 € E*.
E+t c Wt :8i 7 e EL, alors 77j = 0 pour tout j € {1,...,k}. Comme W =

Vect (717 . 7k), tout vecteur @ € W s'écrit :

W=MVT14...+ Vs

On a donc
=M(T V) + .+ M(T V)
=A-04+...4+X-0=0
don 7 € Wt O

Propriété 6.16 Ker(AT) = (Im(A))*+
Soit A € M,,, »(R). Alors

Ker(AT) = (Im(A))*.

. , . —
Démonstration. On écrit A = [71 o a n], de sorte que

Im(A) = Vect (d1,...,d ).

Pour tout 7 € RrR™,

Ainsi
7 eKer(AT) «— AT7 = 0 = ;-2 =0 pour tout j.

Comme les 7j engendrent Im(A), cela revient & dire que T est orthogonal & tout vecteur

de Im(A), c’est-a-dire
7 € (Im(A))*.

On obtient donc Ker(AT) = (Im(A))*. O
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Soit W C R™ un sous-espace vectoriel de dimension 1 < k < n. Pour trouver une base de W+,
il suffit d’appliquer la méthode suivante.

1. Trouver une base (W1, ..., W) de W.
2. Construire la matrice A de taille k x n dont les lignes sont les vecteurs W,..., Ws. Par

construction, Lgn(A) = W. Comme {@1, ..., W} est libre, on a rang(A4) = k.

3. Résoudre le systéme homogene A7 = I pour trouver W+ = Ker(A). Le théoréme du

rang nous donne dim(W+) =n — k.

Remarque 6.6.0.18. Puisque les lignes de A sont les colonnes de AT, Lgn(A) = Im(A”), et par
la propriété 6.16, Ker(A) = (Im(AT))+ = (Lgn(A))*.
Donc, comme Lgn(A) = W, on a bien Ker(A) = W+.

Exemple. Soit W = Vect (@1, wWs) C R? onl

wl = et 32 =

OO ==
=

Déterminons une base de W+.

Etape 1: Base de V.
Les vecteurs E?l et Ug ne sont pas colinéaires, donc (Wl, Wg) est une base de W.

Etape 2 : Construction de la matrice A.

On construit la matrice A de taille 2 x 4 dont les lignes sont les vecteurs E?l et Ug :

K

1 011

Par construction, Lgn(A) = W et rang(A) = 2.

’ —
Etape 3 : Résolution du systéme homogene A7 = 0.
On cherche W+ = Ker(A). Le systéme A7 = T s'éerit :

T
{1100} xz_m
1 0 1 1) |=zs3| O

T4

Echelonnons la matrice des coefficients :

{1100} {1011}
1 011 01 -1 -1
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On obtient :
Tr1 = —T3 — T4
To = T3+ T4

Les variables libres sont x3 et x4. La solution générale est :

—X3 — X4 -1 -1
| 3t a4 1 1
Efal B el I R
Ty 0 1
-1 -1
1 1
e L
Ainsi, W+ = Vect 11 1o
0 1

Ensembles orthogonaux et bases orthogonales

Définition 6.19 Ensemble orthogonal

Un ensemble de vecteurs {u_{ , 175, . ,u_;z} dans R™ est dit orthogonal si les vecteurs sont deux

a deux orthogonaux :

m-zﬁzo pour tout ¢ # j

Si de plus chaque vecteur est unitaire (||w;|| = 1 pour tout i), lensemble est dit orthonormé.

Exemples. 1. L’ensemble {E’J , {_34}} est orthogonal dans R? :

m ' {_34} =3 (—4)+4-(3)=-12+12=0

1
2. L’ensemble , [ 1/v2 f { 1/vV2 est orthonormé dans R3.
_0 1/vV2] [-1/V2

[ -2 0
3. L’ensemble 2 ,1 11,10
-1 0 0
pas linéairement indépendant & cause du vecteur nul.

4. Tout sous-ensemble de la base canonique de R™ est orthogonal.

est orthogonal dans R?. Cependant, cet ensemble n’est

Remarque 6.6.0.20. Si {ul,ug, e ,171;} est orthogonal et que tous les vecteurs sont non nuls,
ui  u3 )

alors est orthonormé.
gl 3] || ||

Théoréeme 6.21 Indépendance linéaire des vecteurs orthogonaux

Si {171> , 175, e ,17;? } est un ensemble orthogonal de vecteurs non nuls dans R™, alors ces vecteurs

sont linéairement indépendants.
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Ve . _)
Démonstration. Supposons que c1171> + 02175 +...+ cku_k> =0.

En prenant le produit scalaire avec w

AR

0=1; - (crtig + ...+ cxid) = ci(@, - up) = eql|uj ||

— .
Comme u, # 0, on a ||UZ>||2 > 0, donc ¢; = 0 pour tout <. O

Corollaire 6.22

Si {QT{ , b yeen ,'sz) } est un ensemble orthogonal de vecteurs non nuls dans R™, alors c’est une
base de Vect (17{7172), ,Tk)
Définition 6.23 Base orthogonale et orthonormée
Si W est un sous-espace vectoriel de R™, de dimension k et B = (u_1> ey 77;3) une base de W.
On dit que cette base est :

— orthogonale si u; - 173 =0 pour i # j

— orthonormée si elle est orthogonale et ||u}|| = 1 pour tout i

Exemples. 1. La base canonique est une base orthonormée de R".

1 -1 0
2. B= 11,(171],10 est une base orthogonale de R3. Cependant, cette base n’est
0 0 1

1
pas orthonormée car || [1] || = v/2 # 1.
0

1 -1 0

1 1
1 11,10 est une base orthonormée de R3.

\@O,EO 1

Théoréme 6.24 Coordonnées dans une base orthogonale

Soit B = (w1, ... ,u,) une base orthogonale de R”.
Pour tout vecteur @ € R", les coordonnées de W dans la base B sont :
U == - TT)zT{Jrﬁ o w4+ O o
uj oy up-uj Uy iy,

Si la base est orthonormée, la formule se simplifie :

U= (7 u)ut + (& - w)us + - + (B - ) ury
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Démonstration. Puisque B est une base de R”, tout vecteur W € R g'écrit de maniére unique
comme combinaison linéaire des vecteurs de la base :

W= crut + calthy + - + oy,

Pour trouver le coefficient ¢;, calculons le produit scalaire de W avec Ul :
W u = (c1lf + calis + -+ Coli) - Uj

= cr(ul - ) + ea(u3 - w)) + -+ et - W)

Puisque la base est orthogonale, on a 17; =0 pour tout j # i. Tous les termes s’annulent

sauf celui correspondant a j =1 :
— — =
ﬁ U = ci(ui . ui)

D’ou
W -
C; =
Si la base est orthonormée, alors u; - u; = ||u;||2 = 1 pour tout i, donc la formule se simplifie
en :
C; = ﬁ . Ez
O
. _ 1] 11 )
Exemple. Soit la base orthogonale B = (uf,u3) = NE de R=.
Pour @ = E}, calculons ses coordonnées :
Woup=5-1+3-1=8
weul=12+12=2
Wow=5-1+3--1=2
s up =12+ (—1)2 =2
8 25 o 4
Donc @ = S + U2 = 4ui + u3. Donc [3]8 =11l
Projections orthogonales
Définition 6.25 Projection orthogonale sur un vecteur

Soit i un vecteur non nul de R™. La projection orthogonale d'un vecteur o sur W = Vect (7)

pProjy, v = proj= v = g—g—ﬁ

est :
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Remarques 6.6.0.26.

1. La projection proj= T est le vecteur de la droite engendrée par 7,
qui est le plus proche de .

2. Le vecteur 6§ = U — proj= T est orthogonal a U. Done ¥ = proj4 U+ est la somme

d’un vecteur colinéaire & U et d’un vecteur orthogonal a .

Exemples. Projetons v = Eﬂ sur U = B} :

VU =3-1+4-2=11
U-U=12+22=5

11
ke 7 =5 3] = | &
5
11 4
Vérifions que W=7 - proj= v = B} — g _52 est orthogonal a U
5 5

Théoréme 6.27

Soit @ € R™ non nul, 'application proj- : R® — R" est linéaire.
— Proj= o
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Démonstration. La linéarité se montre en utilisant la linéarité du produit scalaire. O

Remarque 6.6.0.28. projo v = Ted - T=0a7cdt donc Ker(projz) = w+

Par ailleurs, proj— U est colinéaire o U pour tout ¥ donc Im(proj—) = Vect ().

Enfin, on a

projy 7 = s 7 = 7?7(#7)? . ﬁmww _ ﬁmwm

car T est un nombre réel.

Done projm ¥ = ﬁ(ﬁﬁﬂ?

Donc la matrice canoniquement associée a cette application linéaire est

1 1
Aproj? - ﬁﬁﬁT = ﬁﬁﬁT
Exemples. Soit ¥ = B} dans R2.
Onad -u=12+22=5, donc
L7
Aprojz = ==
111

-5 2

1 {1 2}

T 5102 4

Im(proj—) = Vect ( E} , E}) = Vect ().
5 5

Par exemple, si U= E’} :

3+2 (1

. 5
proi 71 = 252 | =3

Méme calcul avec la matrice :

Aprojﬂ 71 = {

SRS
[SIFSN]
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A

De plus, si T =\U = {2)\

} appartient déja a Vect (7), alors

R

projg 7 = “—

Donc la projection laisse donc invariants tous les vecteurs de Vect (7)
Noyau : Ker(proj) = o *.

Un vecteur o = {x} appartient a UL si et seulement si :

7~7:x+2y:0 & =2y

Donc W+ = Vect ({712} >

Vérifions avec 72 = {712} ceut:

proja 2 = =2 3] =5 3] = |3

Donc U5 € Ker(proj).
Avec la matrice :

APYOJ'? 72 = {

(SRS
SIS

—2

1}67lavect€R:

Plus généralement, pour tout W=t {

. —2t+2t[1] [0
proj 1 = =22 3] = [

Décomposition orthogonale de R?.
Tout vecteur ¥ € R? se décompose de maniére unique en :

Y = projz U + (¥ — projz V)
ol projo ¥ € Vect () et ¥ — projo ¥ € U,

Par exemple, avec Uy = EJ :

: 546011 111]  [%
projyy Vs = = {2}5{2}{252
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. 51 [% 217
vo-mosa =[] - [£] - [ 8] -3

5

On vérifie que {_21} et car 2+4+2(—1)=0.

Ainsi :

Remarque importante 6.29

Attention & ne pas confondre W7 qui est un réel, et WU qui est une matrice de taille

nxn!

Soit maintenant W C R™ un sous-espace vectoriel de dimension k£ > 2. On aimerait écrire un
vecteur arbitraire ¥ € R™ comme la somme d’un vecteur @ € W et d'un vecteur @’ € W+ :

T ="+

Géométriquement :

W

Définition 6.30 Projection orthogonale sur un sous-espace

Soit W un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k > 0 et soit (17{, . ,u_;z) une base
orthogonale de W.
La projection orthogonale de Y sur W oest :

— —
prOJwﬁzz.—ﬁlﬂﬂ) +M_>
Uy - Ul Uk - Uk
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Exemples. Considérons R? et le sous-espace

1 -1
W = Vect (71,72) ou 71 = |1 s 72 = 1
0 0

On vérifie que
Uy -Uy=1-(-1)+1-140-0=-1+14+0=0,

donc (U1, U2) est une base orthogonale de .
Prenons

T =

=~ W N

Nous allons calculer projy, T avec la définition 6.30.
On commence par les produits scalaires :

Uy U1 =12412402=2, Uy -Uy=(-1)24124+0>=2,
VU1 =2-143-144-0=5, T -Uy=2-(-1)4+3-1+4-0=1.

Donc

projw7: v 71 71

=H+H

772ﬁ

2

N | =

1
1
0

T
[an} l\D\»—‘l\D‘H

O W N O oo

Remarquons que le vecteur

0
U — projyy U = [0]
4

est orthogonal a W.

Remarque 6.6.0.31. Si (17{, e ,u_;z) est orthonormée, alors

projyy ¥ = (U -u)ug + ... + (U - u}) .
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Théoréme 6.32 Théoréme de la projection orthogonale

Soit W un sous-espace vectoriel de R de dimension k£ > 0. Tout vecteur T € R™ s'écrit de
manieére unique sous la forme :

T=wW+W ouwWeWe wWeWt

De plus, W = Projy, .

Démonstration. Soit (17{, . ,u_;Z) est une base orthogonale de W.
Par définition de la projection, le vecteur W = Projyy, o appartient & W car il s’écrit comme

combinaison linéaire des vecteurs uj e ,LT;Z .
Avoir: W=7 -6 e W
Montrons que W’ - 17; =0pourje{l,..., k}.

On a:
W = (V- W) -
= u -
72 (2 D@+ 2 Bg. .4 20 .2
Y 171) 171) 1 172) 172) 2 - k 7
- =
_7.—2_7'%‘ S W o N g
= Uj ﬂ(u] u;) ﬂ(uz u;)
J J i#j (2 lT
= u -
=0

Il nous reste & montrer que I’écriture est unique. Supposons qu’on a deux décompositions :

7:ﬁ1+ﬁ’1 2324—?'2 avec E?l,ﬁg eW et wll,ﬁé EWJ_

Cela implique que Wy — W1 = ?’1 — E?’Z
Ainsi, le vecteur @ = Wy — W1 = W) — Whe WNW+

Donc U = 6)

Or, on a les équivalences
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Corollaire 6.33 Im(projy,) =W
Si W est un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k£ > 0, alors :

Im(projyy) = W.

Démonstration. — W C Im(projy, ) . .
Pour tout @ € W, on a projy, @ = @ (car @ = @ + 0 avec 0 € W), donc

% € Tm(projy, ).
— Im(projy,) C W
Réciproquement, projy, Tew pour tout 7 € R™, donc Im(projy,) C W.

O

Corollaire 6.34 (WHt =w

Si W est un sous-espace vectoriel de R™, alors :

(WHt =w.

Démonstration. Nous avons déja montré W C (W+)+.
Il reste & montrer (W+)+ C W.
Soit donc o € (WH)+ c R™,

Le théoreme de la projection orthogonale nous donne :

T =wW+W, avecwWeWetw eW.

Comme W € Wt et ¥ € (W)L, nous avons
v-W = 0.
Mais
0—T B =@+ T =TT+ DT

Or @ -wW =0car & € Wet W e WL, done

W@ = 0.
Donc W’ = ﬁ, et donc

T =ueW
On a donc (W1)+ C W, et finalement

Wt =W



6.5. PROJECTIONS ORTHOGONALES 182

Remarques 6.6.0.35. 1. L’unicité de la décomposition U =W+ W' montre que la projection

Projy T ne dépend que du sous-espace vectoriel W et non pas de la base (orthogonale) de
W chotsie.

2. 8i ¥ e W, alors projyy v ="1.

Ceci nous donne un critére pratique pour caractériser l’appartenance d’un vecteur a un
sous-espace vectoriel.

Théoreme 6.36 Théoreme de la meilleure approrimation
Soit W un sous-espace de R" et 7 eR".
Alors | W — projy V|| < ||V — || pour tout @ € W avec W # projy .

Autrement dit, projy, T est la meilleure approximation de K par un élément de W.

Démonstration. On fixe ¥ € R™ et on note pProjyw T sa projection sur W.

D’apres le théoreme de la projection orthogonale, on a
U =projy U + W', avec projy, U € Wet W e W,
En particulier,
U —projyy v =W e Wt

Pour tout @ € W, on a aussi
Projys T - eW,

puisque différence de deux vecteurs de W.
Ainsi, pour tout @ € W,

YV — W = (¥ — projy, ¥) + (projiy v — ),
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on U — Projyy, U eWtet projyy o — W e W sont orthogonaux.

Par le théoreme de Pythagore, on obtient donc

17 = &[> = | ¥ — projyw ¥|* + || projy, T — @*.
Si W # Projy, 7, alors Projy, T - #+ 6), donc

I projy ¥ —@|* > 0,

et par conséquent

1T = @)* > |V — projw 7>
En prenant la racine des deux cotés, on obtient pour tout W e W avee W # projy, i

17 =) > |7 — proju V.

Cela montre que projy, U est le vecteur de W le plus proche de 7. O

Cela motive la définition suivante.

Définition 6.37 Distance d’un vecteur a un sous-espace

Soit W un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k > 0. Soit ¥ € R™ un vecteur quelconque.
On définit la distance entre ¥ et W, notée dist(?, W), par

dist(V, W) = ||V — projy V||

Exemple. Considérons R? et le sous-espace

1 0
W:Vect(?l,?z) ou ?12 0 ,?2: 1
0 0

Clest le plan (x,7), et (€1, €2) est une base orthonormée de W.
Prenons

1
v =2
3

1. Projection de o sur W.
Comme W est engendré par une base orthonormée, on a

projy, 7 = (7 . ?1)?1 + (7 . ?2)?2.
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Or
T =1, Ty =2,

d’ou

1 0 1
projyy ¥ =1 0| +2 1| = |2
0 0 0
On a donc la décomposition orthogonale
1 0
7 =2+ |0
0 3
-~ =~
ew ewt
2. Distance de ¢ a W.
Par définition,
1 1 0
dist(V, W) = || 7 — projy || = || |2] - |2]]| =]/|0]] = 3.
3 0 3
3. Comparaison avec d’autres vecteurs de W.
Prenons par exemple deux vecteurs de W différents de projy, v
[0 2
W= (0], Wa = |0
10 0
Alors ~ ~
1 0 1
|7 =Wl =1 |2] = [o]||=]|2]|| = V12 +22+32 =14 > 3,
3 0 3

et

1 2] -1
|7 — Wl =1 [2] = |0 :l| 2 |[|=(-1)2+22+32=V14> 3.
3 0 3

Donc parmi ces vecteurs de W, c’est bien

1
projyy v = |2
0

qui est le plus proche de .
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Exemple. Considérons R? et le sous-espace

1
W = Vect (71, 72) ou 71 = |1 s 72 =|[-1
1

On vérifie que
Uy -Uy=1-14+1-(=1)+1-0=0,

donc (U1, U2) est une base orthogonale de W (non orthonormée).
Prenons maintenant

0
7 =10
1

Projection de o sur W.
Comme la base de W est orthogonale, la définition 6.30 donne

- -
prOjW7:71.71171+ . 22

.

On calcule les produits scalaires :

U1 U1 =12+12+1% =3, Uy Uy =12+ (=12 + 02 =2,
VU1 =0-140-14+1-1=1, ¥ - Uy=0-14+0-(-1)+1-0=0.

D’ou

1
1 1
prOjW7:*71+O'72:* 1| =
3 3 1

W Wl Wl

Distance de v/ a W.
La définition de la distance donne

1 1
dist(V, W) = | ¥ — projyy V|| = g_g — _23
3 3
On a , , ,
17 =i 717 () + (5) +(5) =gv557975
donc
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Théoréme 6.38

Soit W un sous-espace vectoriel de R"™ de dimension k£ > 0. L’application
projy, : R" — R” est linéaire.
—— Projyy K4

Démonstration. De méme que pour la projection sur une droite, la linéarité se montre en utilisant
la linéarité du produit scalaire. O

Théoréme 6.39 Ker(projy, ) = W+

Soit W un sous-espace vectoriel de R" de dimension k£ > 0. On a Ker(projy,) = W+

Démonstration. On a les équivalences suivantes,

— —
| S v Tl -
Uy - uUp U - Uk
— - 173 =0 pour tout j € {1,...,k} car les u; constituent une base de W
= vewt
Donc Ker(projy,) = W. O

Comme d’autre part, Im(projy,) = W d’apres le corollaire 6.33, le théoréme du rang nous
donne donc que pour tout sous-espace vectoriel W de R™,

dim(W+) = n — dim(W).
C’est aussi vrai pour W = {6>}

Par construction,
—siv e W, alors projy, 7 = 7. Ainsi ¥ est un vecteur propre de projy, de valeur propre

associée A = 1; o
— sV € W+, alors projy, 7 = 0. Ainsi ¥ est un vecteur propre de projy, de valeur

propre associée X\ = 0.
= — , .
Soit ( bi,..., b k) une base de W (pas forcément orthogonale) et soit {71, e 7n_k} une

base de W+ (pas forcément orthogonale). L’ensemble
B= (b1 D0 Tre Tui)

est une base de R"™ et la matrice de projy, par rapport a la base B est diagonale :

1 -

k fois

projyw T 0

n — k fois
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Théoréme 6.40 Matrice canoniquement associée & projyy,

Soit W un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k& > 0 et (71, ey 7k) une base ortho-

normée de W. On note
o[ W o W

Alors, la matrice canoniquement associée & projy, est UUT.

Avant de démontrer ce théoreme, nous allons énoncer et démontrer un théoreme utile :

Théoréme 6.41

Soit U = [71 Wy -0 U € M, n(R) Les n colonnes de U sont orthonormées si et

seulement si
Ut =1,.

Démonstration. (=)
Par définition du produit matriciel, ’élément de la i-eme ligne et j-eme colonne de UTU est

Comme les colonnes de U sont orthonormées. Alors
1 sii=y,
Ui = o
0 sii#j,

Donc UTU = 1I,,.
(<)
Réciproquement, supposons que U7 U = I,,. Alors, pour tous 1, j,

72‘ . ﬁj = (UTU)ij = (In)ij = {(1) : z ;j,

Donc o - 7j =0sii#jet Ui U =1 pour tout i, ce qui signifie que les colonnes de U sont
orthonormées. O

Démonstration. du théoréme 6.40
Comme (U 1,..., W) est une base de W et

U:[71 Uy - 7]6}

)

nous avons W = Im(U), car Im(U) désigne le sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de
U.
Par conséquent (propriété 6.16),

Wt = (Im(U))* = Ker(UT).
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Le théoreme 6.32 de la projection orthogonale nous dit que tout vecteur U e R" s'éerit de

maniere unique
v = Projy T+, ou projy T eWet W eWwt.
Comme projy, ¥ € W =Im(U), on a
projy, T =U7 pour un certain 7 e R
Comme W' € Wt =Ker(UT), on a
UTw = .
Ainsi,
UTT = UT (projyy @ + @) = UT projy, @ + UT®' = UTUZ + 0,
d’ou
Ut =UtUT.

Comme les k colonnes de U forment un ensemble orthonormé, on a

Ut =13,
ce qui donne
DT [T
7 =U"T" = : = :
e ad B T
On en déduit
projyy v =U7

=V -U)U 1+ -+ (V- Up)Us

=UU")

= (UUN 7.

Remarque importante 6.42
Attention & ne pas confondre UUT et UTU !



